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Аннотация. Предложены два закона управления двухзвенным манипулятором, не требующие решения обратной 

задачи кинематики. Первый из них обеспечивает асимптотическую сходимость ошибки слежения в 

предположении, что все параметры объекта известны. Второй – стабилизацию ошибки слежения с заданной 

точностью при наличии неопределенностей. 
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Введение 

Цель управления роботами-манипуляторами состоит в перемещении конечной точки со схватом и 

грузом по эталонной траектории. Эту траекторию удобно задавать в рабочем пространстве конечной 

точки – декартовой системе координат, связанной с основанием робота. Однако выходными 

(регулируемыми) переменными объекта, как правило, рассматривают обобщенные координаты, 

которые однозначно определяют положение конечной точки в конфигурационном пространстве 

робота. Тогда для управления выходными переменными требуется решить обратную задачу 

кинематики: пересчитать эталонную траекторию из декартовых координат в обобщенные [1]. После 

решения обратной задачи кинематики для управления могут быть использованы известные методы: 

ПИД-регулирования [2], оптимального [3], робастного [4], адаптивного управления [5], блочного 

принципа управления [6]. 

Однако в большинстве случаев обратная задача кинематики не имеет однозначного аналитического 

решения. Для манипуляторов с относительно простой конструкцией для ее решения могут быть 

использованы геометрические подходы [7]. В более сложных случаях применяют численные методы 

[8–9], что увеличивает вычислительную нагрузку на реализацию системы управления. При этом 

результат работы численных методов зависит от выбора подходящего начального приближения, и не 

всегда решение может гарантировать заданную точность. Для решения обратной задачи кинематики 

также используют нейросетевые подходы [10–12]. Однако результаты сильно зависят от качества 

обучающей выборки. 

В данной работе объектом управления является двухзвенный плоскостной манипулятор, у которого 

число подвижных звеньев совпадает с числом управляемых координат конечной точки. Цель состоит 

в разработке метода управления, позволяющего избежать решения обратной задачи кинематики. Для 

этого предлагается привести исходную модель к блочной форме относительно положения конечной 

точки в ее рабочем пространстве. На основе данной формы разработаны два закона управления с 

компенсацией и с подавлением составляющих модели. Первый закон обеспечивает асимптотическую 

устойчивость замкнутой системы в предположении, что все параметры объекта известны. Для 

реализации второго закона управления требуется меньше информации о параметрах объекта, 

допустимо наличие параметрической неопределенности. Этот закон имеет более простой 

аналитический вид по сравнению с первым. Однако стабилизация ошибки слежения возможна только 

с заданной точностью. Для уменьшения перерегулирования в обоих законах используются гладкие и 

ограниченные S-образные функции [13]. 

Работа имеет следующую структуру. В разделе 1 представлена математическая модель 

двухзвенного робота-манипулятора без учета динамики исполнительного устройства. Формулируются 

допущения и поставка задачи. В разделах 2–4 содержатся основные результаты работы: предложено 

преобразование системы к виду, который позволяет избежать решения обратной задачи кинематики. 

На основе этого вида разработаны два закона управления, обеспечивающие отслеживание конечной 

точкой эталонной траектории, заданной в ее рабочей области. В разделе 5 приведены результаты 

численного моделирования двух замкнутых систем и проведен сравнительный анализ предложенных 

подходов. 

                                           
1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 24-21-20009). 
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1. Математическая модель двухзвенного манипулятора и постановка задачи 

Математическая модель объекта управления описывается уравнениями Эйлера-Лагранжа [14]: 
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 (1) 

где 1 11 12( , )Tq q q  – вектор положений звеньев манипулятора, 2 21 22( , )Tq q q  – вектор скоростей; 

2 2
1( )H q R   – положительно-определенная нелинейная симметрическая матрица инерции; 

2 2
1 2( , )C q q R   – матрица центростремительных и кориолисовых сил, зависящих от вектора 

обобщенных координат и скоростей; 2 1
1( )G q R   – вектор гравитационных сил, 

2 1u R   – вектор 

обобщенных моментов, который полагается управлением. 

Матрицы и векторы системы (1) имеют вид: 
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где im  и il  – массы и длины звеньев соответственно, 1,2,i  9,81g   – ускорение свободного падения.  

В модели (1)–(2) не учитываются моменты инерции, возникающие из-за вращения звеньев. Кроме 

того, не учитывается динамика исполнительных устройств. Однако данная упрощенная модель 

отражает общие свойства объекта и пригодна для апробации алгоритмов управления. 

Выходом является вектор  положений конечной точки манипулятора на плоскости, 

компоненты которого выражаются через обобщенные координаты: 

11 1 1 1 11 2 11 12

12 2 1 1 11 2 11 12

( ) cos cos( ),

( ) sin sin( ).

y h q l q l q q

y h q l q l q q

   

   
 

Ставится задача синтеза управления u , обеспечивающего отслеживание выходом 1y  известной 

ограниченной функции 1 2( ) ( ( ), ( ))Tg t g t g t , заданной в системе координат конечной точки. При этом 

полагается, что помимо выхода 1y  доступны измерения обобщенных координат 1q , обобщенных 

скоростей 2q  и производной задающего воздействия ( )g t , которая, как и ( )g t , является гладкой и 

ограниченной функцией. Предположения о параметрах объекта управления будут изложены далее. 

2. Преобразование модели к блочной форме для синтеза управления, не требующего 
решения обратной задачи кинематики 

Стандартные подходы к построению управления требуют решения обратной задачи кинематики, 

которая заключается в том, чтобы преобразовать 1( )g t , 2 ( )g t  в задающие воздействия для обобщенных 

координат 11q , 12q . Затем решается задача стабилизации соответствующих ошибок слежения 

применительно к системе относительно обобщенных координат (1)–(2). Чтобы не решать обратную 

задачи кинематики предлагается продифференцировать выход 1y  и от (1)–(2) перейти к следующей 

системе: 
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Тогда можно сформировать ошибку слежения 1 1e y g   за эталонной траекторией, заданной в 

системе координат конечной точки. Найдем ее производную: 1 1 2( ) .e R q q g   

1 11 12( , )Ty y y
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Для удобства дальнейшего синтеза управления в уравнении (3) переменную 2 1 2( )y R q q  можно 

трактовать как фиктивное управление и воспользоваться блочным подходом. Чтобы избежать 

перерегулирования, характерного для стандартных линейных локальных связей [6, 15], предлагается 

назначить стабилизирующую часть желаемого фиктивного управления в виде функции гладкого и 

ограниченного гиперболического тангенса [13]: 

 *
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где 1 1 1 11 11 11 12 12 12tanh( ) ( tanh( ), tanh( ))TM K e m k e m k e , 1 0im   – амплитуды управления, 1 0ik  – 

большие коэффициенты в аргументе гиперболического тангенса 
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Введем ошибку слежения *
2 2 2e y y   переменной 2y  за желаемой функцией (4). Таким образом, 

замена переменных  
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приводит систему (3) к виду 
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где 
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На основе этой системы далее будут разработаны два закона управления с компенсацией 

составляющих модели в правой части второго уравнения (5) и без компенсации, т.е. с их подавлением. 

Эти законы отличаются объемом априорной информации, требующейся для их реализации, и 

обеспечивают разное качество регулирования. В следующих разделах будут формализованы 

постановки задач для этих двух случаев и предложены решения. 

3. Синтез закона управления с компенсацией составляющих модели 

Будем считать, что известны: 

 аналитический вид всех составляющих объекта (1)–(2); 

 значения всех параметров объекта (1)–(2); 

 значения второй производной задающего воздействия g , которая является гладкой и ограниченной 

функцией. 

В данных предположениях требуется синтезировать управление u , обеспечивающее 

асимптотическую устойчивость ошибки слежения 1 1e y g  : 

1lim ( ) 0.
t

e t


  

Для этого сформируем комбинированное управление, состоящее из части, которая компенсирует 

все слагаемые во втором уравнении (5) и стабилизирующей части в виде гиперболического тангенса: 

 1 1
1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 2 1( , ) ( ) ( ( ) ( )) ( tan( ) ( , ) ),u C q q q G q R q H q M K e R q q q g         (6) 

где 2 2 2 21 21 21 22 22 22tanh( ) ( tanh( ), tanh( ))TM K e m k e m k e , 2 0im  , 2 0ik  . 

Следовательно, приходим к замкнутой системе: 
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Она является асимптотически устойчивой при любых 1 0im  , 1 0ik  , 2 0im  , 2 0ik   [13]. Эти 

коэффициенты выбираются исходя из желаемых показателей качества регулирования. 

4. Синтез закона управления с подавлением составляющих модели 

Введем следующие предположения: 

 известны матрицы 1( )R q  (3), 1( )H q ; 

 обобщенные скорости принадлежат известной допустимой области: 

 2 2( ) , 0.i iq t Q t   (7) 

В данных предположения ставится задача синтеза управления u , гарантирующего стабилизацию 

ошибки слежения с заданной точностью: 

 1 1 1( ) , ,i i ie t t t    (8) 

где 1 0it   – время регулирования. В данной работе не рассматривается задача обеспечения его 

заданного значения. 

Сформируем закон управления без компенсации составляющих правой части второго уравнения (5): 

 1 1
1 1 2 2 2( ( ) ( )) ( tanh( )).u R q H q M K e    (9) 

Тогда приходим к следующей замкнутой системе: 
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где 1
1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1( , ) ( , ) ( ) ( )( ( , ) ( ))Tf f f R q q q g R q H q C q q q G q       , ( )i if t F , 0t  , константы 

iF , 1,2i  , известны из допустимых областей изменения переменных (7) системы (1)–(2).  

Лемма [13]. Если в (10) вектор-функция f  ограничена ( )i if t F , 0t  , то тогда для сколь угодно 

малого 1 0i   и любого начального условия 1 (0)ie  найдутся такие числа 0ijk  , 0ijm  , что при 

любых ij ijk k , ij ijm m  выполнится неравенство (8), 1,2i  , 1,2j  . 

5. Результаты моделирования 

Для проверки эффективности разработанных алгоритмов управления и сравнительного анализа 

результатов их работы было проведено численное моделирование в Simulink. Были приняты 

следующие значения параметров объекта [14]: 

1 2 1 21 [кг],  1 [кг],  2 [м],  1 [м].m m l l     

Ставилась задача отслеживания выходом 1y  следующей эталонной траектории 1 2( , )Tg g g , 

заданной в системе координат конечной точки: 
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d d d
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где 11 120,1sin 0,3, 0,1cos 0,3d dq t q t    , из начальных условий: 
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21 22

(0) 0,1 [рад],  (0) 0,5 [рад],

(0) 0 [рад/с],  (0) 0 [рад/с].

q q

q q

 

 
 

Моделировались замкнутые системы (1)–(2), (6) и (1)–(2), (9). С помощью закона управления (9) без 

компенсации составляющих модели требовалось обеспечить, чтобы ошибка в установившимся режиме 

не превышала 0,05 м. Ограничение на обобщенные скорости (7): 

2 ( ) 1,5 [рад/с],  0,  1,2.iq t t i    
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Для объективности сравнения результатов коэффициенты регуляторов (6) и (9) выбирались так, 

чтобы время регулирования было примерно одинаковым. Исходя из данных условий для регулятора 

(6) с компенсацией составляющих были приняты значения: 

11 12 11 12

21 22 21 22

1,  1,  5,  5,

10,  10,  1,  1.

m m k k

m m k k

   

   
 

Для регулятора (9) с подавлением составляющих были заданы следующие значения 

коэффициентов: 

11 12 11 12

21 22 21 22

0,53,  0,50,  13,  35,

200,  200,  1,  1.

m m k k

m m k k

   

   
 

Численное интегрирование замкнутых систем выполнялось с помощью неявного метода Эйлера с 

постоянным шагом 
310  [с]. 

На рис. 1 представлены графики выхода 1 ( )iy t  и эталонной траектории ( )ig t , на рис. 2 – графики 

ошибок слежения 1 1( ) ( ) ( )i i ie t y t g t  . На рис. 3 приведены графики управлений iu , 1,2i  . 

В табл. 1 и 2 представлены значения следующих показателей качества регулирования: времени 

регулирования 1it  [с]: 1 ( ) 0,005ie t   [м], 1it t , ошибки в установившемся режиме 1 1max ( )  [м]i ie t 

, 2t   [с], управления в переходном процессе max, , max ( )  [Н м]t i iu u t  , 0t   [с] и в установившемся 

режиме max, , max ( )  [Н м]s i iu u t  , 2t   [с]. 

 

Рис. 1. Графики выхода 1 ( )iy t  и эталонной траектории ( )ig t  (слева для 1i  , справа для 2i  ) 

 

Рис. 2. Графики ошибок слежения 1 1( ) ( ) ( )i i ie t y t g t   (слева для 1i  , справа для 2i  ) 
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Рис. 3. Графики управлений iu  (слева для 1i  , справа для 2i  ) 

Таблица 1. Значения показателей качества регулирования для звена 1 

Закон 

управления 

Показатель качества 

Время 

регулирования 

1it  

Ошибка

1i   

Управление 

max, ,t iu   

Управление 

max, ,s iu   

С 

компенсацией 

0,8160 1,46 510  740,6207 39,2535 

Без 

компенсации 

0,7160 0,0047 234,3860 39,2470 

Таблица 2. Значения показателей качества регулирования для звена 2 

Закон 

управления 

Показатель качества 

Время 

регулирования 

1it  

Ошибка

1i   

Управление 

max, ,t iu   

Управление 

max, ,s iu   

С 

компенсацией 

1,1840 8,51 510  261,6704 9,7802 

Без 

компенсации 

1,1890 0,0040 165,2713 9,8148 

 

Из рис. 1 и 2 следует, что цели управления достигаются для обеих замкнутых систем и всех степеней 

свободы: для (1)–(2), (6) обеспечена асимптотическая сходимость ошибки слежения, для (1)–(2), (9) 

ошибка слежения по модулю не превысила допустимое значение 0,005 [м] в установившемся режиме. 

При этом компенсация составляющих модели (5) с помощью закона (6) привела к увеличению 

максимальных по модулю значений управлений примерно в 1,42–2,8 раз по сравнению с отсутствием 

компенсации при использовании закона (9) (см. табл. 1, 2, рис. 3). Таким образом, по сравнению с 

законом управления (6) с компенсацией составляющих модели, закон (9) без компенсации имеет более 

простой аналитический вид. Его реализация требует меньше информации о параметрах объекта (в 

частности, не требуется информация о второй производной задающего воздействия) и, как правило, 

затрачиваются меньшие амплитуды управляющих воздействий. Однако стабилизация ошибки 

слежения возможна только с заданной точностью (8). 

6. Заключение 

Цель работы состояла в синтезе системы слежения для двухзвенного робота-манипулятора, которая 

не требовала бы решения обратной задачи кинематики. Цель была достигнута с помощью приведения 

исходной системы к блочной форме относительно выходной переменной – вектора положений 

конечной точки манипулятора, определяемых в ее рабочей области. На основе данной блочной формы 

были предложены два закона управления с компенсацией составляющих модели и без компенсации. 

Проведен сравнительный анализ этих двух замкнутых систем. Результаты численного моделирования 

подтвердили эффективность подходов. 
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В будущем планируется разработать систему слежения для более полной и адекватной модели 

объекта с учетом действия параметрических и внешних возмущений, динамики исполнительных 

устройств. Для компенсации неопределенностей будет построен наблюдатель возмущений. 
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