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Аннотация. В статье разработана математическая модель, позволяющая учесть влияние критических 

сочетаний событий при решении задачи минимизации ущерба от воздействия воздушных поллютантов на 

население, сельское хозяйство и окружающую среду. Полученные результаты могут быть использованы при 

совершенствовании систем экологического мониторинга.  
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Введение 

Известно [1], что минимально допустимая величина ущерба, причиняемого атмосферными 

выбросами промышленного предприятия крупномасштабной системе с учетом штрафов за 

превышение предельно допустимых концентраций поллютантов определяется из решения задачи: 
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при известных ограничениях и граничных условиях: 
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(
1

Сf  - ущерб, связанный с ростом заболеваемости населения из-за воздействия атмосферных 

поллютантов ; 
2

Сf - потери сельского хозяйства в результате воздействия атмосферных выбросов; 
3

Сf

- потери, связанные с изменением окружающей природной среды; 
4

Сf - потери из-за ухудшения 

качества жизни населения; 
5

Сf - потери промышленного предприятия;  S - штрафные санкции за 

нарушение санитарно-гигиенических нормативов).  

Для решения задачи (1) разработан комплекс математических моделей [2], позволяющий 

определить величину целевой функции из решения систем нелинейных дифференциальных уравнений 

системной динамики. Структурная схема комплекса математических моделей приведена на рисунке 1. 

1197



 

Рис. 1. Математические модели задачи минимизации ущерба от атмосферных выбросов 

промышленных предприятий 

Вычислительные эксперименты, проведенные с разработанными моделями [2],показали, что 

погрешность вычисления целевой функции может изменяется в зависимости от критического 

сочетания комплекса событий, каждое из которых по отдельности значительно не влияет на результаты 

расчетов.  

1. Постановка задачи 

Разработать математическую модель, позволяющую оценить степень влияния критических 

сочетаний событий на точность математических моделей (2), используемых при минимизации ущерба 

от воздействия загрязнителей атмосферы на население, сельское хозяйство и окружающую среду.  

2. Математическая модель и подход к решению 

При проведении вычислительных экспериментов с (2) было установлено, что критические 

сочетания событий наибольшее влияние оказывают на модели, используемые для расчета 

распределения концентрации поллютантов ),,,( azyxfc
jj

= по контролируемым объектам и 

территориям. С учетом этого обстоятельства математическая модель, разрабатываемая для решения 

поставленной задачи, имеет вид системы продукций: 
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ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ ИЗ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА И ТУРБУЛЕНТНОЙ ДИФФУЗИИ 

АТМОСФЕРНЫХ ПОЛЛЮТАНТОВ  
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Всего система состоит из 33 сочетаний событий, формализованных с использованием продукций 

(2). В таблице 1 приведены первые 9 сочетаний событий, состоящих из комбинаций внешних факторов

7,1, =i
i

F  и управлений 7,1, =i
i

E , влияющих на концентрацию загрязнителей атмосферы. 

Таблица 1. Сочетания событий, влияющих на точность моделей (2)  

№ Обозначение сочетаний 

событий 

Описание сочетаний событий 

1 2 3 

1 
1

m  События: 1F  (высокий уровень смога)  и 2E  (уменьшение 

концентрации поллютантов на 10%) 

2 
2

m  События:  2F (задымленность от лесных пожаров) и 
3

E  (уменьшение 

концентрации поллютантов на 20%) 

3 
3

m  События:  1F  (высокий уровень смога)  и 2E  (уменьшение 

концентрации поллютантов на 40%) 

4 
4

m  События:  4F (зимний антициклон) и  2E  (уменьшение концентрации 

поллютантов на 10%) 

5 
5

m  События:  1F  (высокий уровень смога)  и 
3

E  (уменьшение 

концентрации поллютантов на 20%)  

6 
6

m  События:  
7F (нет внешних воздействий, влияющих на ущерб) и 

5E  

(уменьшение концентрации на 40%) 

7 
7

m  События:  
7F (нет внешних воздействий, влияющих на ущерб) и 

3
E  

(уменьшение концентрации поллютантов на 20%) 

8 
8

m  События:  
5F (повышенный уровень смога и задымленности города из-

за лесных пожаров)  и 
5E  (уменьшение концентрации на 40%) 

9 
9

m  События:  1F  (высокий уровень смога) и
3F  (летний антициклон), и 2E  

(уменьшение концентрации поллютантов на 10%) 

  

На рисунке 2 приведена диаграмма, характеризующая изменение погрешности определения 

потерь от воздействия воздушных загрязнителей атмосферы при различных сочетаниях событий 

33,1, =i
i

m , состоящих из комбинаций внешних факторов 7,1, =i
i

F  и управлений 7,1, =i
i

E , 

влияющих на математическую модель (2). 
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Рис. 2. Изменение погрешности определения ущерба от воздействия воздушных загрязнителей 

атмосферы при различных сочетаниях событий 33,1, =i
i

m , состоящих из комбинаций внешних 

факторов 7,1, =i
i

F  и управлений 7,1, =i
i

E  

На диаграмме потери измеряются в шкале отношений в долях от максимума. Зеленая линия 

показывает ожидаемую экспертами и ЛПР величину потерь при возникновении различных сочетаний 

событий 33,1, =i
i

m Эта величина получена с учетом данных, приведенной в публикациях [1-3]. 

Синяя линия характеризует величину потерь, определенную в процессе вычислительного 

эксперимента. Расстояние между этими линиями определяет величину погрешности модели при 

различных критических сочетаниях событий. 

При использовании полученных результатов при построении моделей системной динамики [4-17] 

возникает необходимость оценить вероятность наступления критических сочетаний событий, 

влияющих на погрешность математических моделей. Для этой цели может быть применен аппарат 

цепей Маркова и системы линейных однородных дифференциальных уравнений Колмогорова-

Чепмена [18-20].  

На рисунке 3 приведен граф, используемый для построения систем уравнений Колмогорова-

Чепмена при определении вероятности возникновения достаточно часто встречающегося 

критического сочетания, состоящего из пяти базовых событий.  
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Рис. 3. Граф состояний для определения вероятности возникновения пятиэлементного критического 

сочетания событий: вершины – состояния; ребра – связи; 𝜆𝑖, 𝜇𝑖 – интенсивности потоков 

возникновения и ликвидации событий, приводящих к их критическому сочетанию 

В качестве примера ниже приведены первые пять уравнений системы Колмогорова Чепмена, 

используемой для определения вероятности критического сочетания событий: 

 

3. Обсуждение результатов 

Анализ результатов проведённых вычислительных экспериментов позволяет сделать следующие 

выводы: 

1. Результаты, полученные при использовании разработанной математической модели хорошо 

совпадают с ожиданиями экспертов и ЛПР, а также с результатами предыдущих исследований при 
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возникновении сочетаний событий 
41

mm − , 
126

mm − , 
1914

mm − , 
21

m , 
3331

mm − . При 

возникновении сочетаний событий  
8

m , 
13

m ,
22

m  погрешность определения потерь возрастает до 

10 %; для сочетаний событий 
23

m , 
24

m , она не превышает 22,2%, а для событий 
5

m ,
28

m ,
30

m   

погрешность превышает 40%.  

2. При использовании разработанной математической модели в системах поддержки принятия 

решений и управления по критерию минимума потерь от загрязнения атмосферы 

промышленностью и автотранспортом наиболее достоверные результаты будут получены при  

возникновении сочетаний событий 
41

mm − , 
126

mm − , 
1914

mm − , 
21

m , 
3331

mm − , наименее 

достоверные для сочетаний 
23

m ,
24

m , 
25

m , что для ряда приложений может потребовать 

дополнительную корректировку математического обеспечения.  

3. Корректировка модели должна происходить через введение дополнительного числового 

коэффициента, изменение вспомогательных функций модели и/или за счет изменения учитываемых 

причинно-следственных связей, существующих между переменными модели. Процедура 

коррекции таких моделей разработана в [1,2].  

4. Заключение 

Разработанная математическая модель позволяет определить изменение погрешности расчетов при 

решении задачи минимизации ущерба от воздействия воздушных поллютантов на население, сельское 

хозяйство и окружающую среду. Полученные результаты могут быть использованы при 

совершенствовании систем экологического мониторинга муниципального уровня. 
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